
คอมบินาทอริกเบือ้งตน้
ธนะ วฒันวารุณ
เอกสารนี้ดัดแปลงจากเอกสาร คอมบินาทอริกเบื้องต้น ของ อาภาพงศ์ จันทร์ทอง

1 การนบั

1.1 กฎการนบัพืน้ฐาน

หลักการ 1 (ความสัมพันธแ์บบหน่ึงต่อหนึ่งท่ัวถึง; Bijection). เราสามารถนับจำนวนสมาชิกของเซต S โดยให้นับ
สมาชิกของเซต T แทนได้ เมื่อมีฟังก์ชันหน่ึงต่อหน่ึงท่ัวถึง (bijection) จากเซต S ไปยังเซต T (หรือจากเซต T ไป
ยังเซต S) ■

หลักการ 2 (กฎการบวก; Rule of Sum). กำหนดให้เซต S เป็นเซตจำกัด (finite set) ท่ีสามารถแบ่งได้เป็นเซต
S1, S2, . . . , Sn โดยท่ีสองเซตใด ๆ ไม่มีสมาชิกร่วมกันเลย แล้ว S จะมีจำนวนสมาชิกเป็น

|S| = |S1|+ |S2|+ . . .+ |Sn| ■

หลักการ 3 (กฎการคูณ; Rule of Product). กำหนดให้เซต S เป็นเซตจำกัด ท่ีประกอบด้วยสมาชิกท่ีสร้างได้จาก
ขั้นตอน k ขั้น ขั้นตอนท่ี i (สำหรับ i ∈ {1, . . . , n}) มตัีวเลือกท่ีเป็นไปได้ ni รูปแบบ โดยท่ีจำนวนรูปแบบน้ีไม่
ขึ้นกับขั้นตอนก่อนหน้า แล้ว S จะมีจำนวนสมาชิกเป็น

|S| = n1 · n2 · . . . · nk ■
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คำถาม 4. คุณสมมีเสื้อในตู้เสื้อผ้า 7 ตัว มกีางเกง 5 ตัว มกีระโปรง 6 ตัว และมีหมวก 13 ใบ อยากเท่าว่าหากคุณ
สมต้องการเลือกเสื้อหนึ่งตัว กางเกงหรือกระโปรงหนึ่งตัว และอาจสวมหมวกหนึ่งใบหรือไม่สวมหมวกก็ได้ คุณสม
จะสามารถแต่งตัวได้ท้ังหมดก่ีรูปแบบ?

คำถาม 5. บิตสตริง (bit string) ความยาว n ตัว (แต่ละตัวประกอบไปด้วยสัญลักษณ์ 0 หรือ 1) มีท้ังหมดก่ีสาย?

คำถาม 6. มีถุงอยู่ท้ังสิ้น 3 ใบซึ่งล้วนบรรจุสิง่ของท่ีแตกต่างกันท้ังหมด นอกจากนั้นยังทราบว่าถุงแต่ละใบจะมี
สิง่ของมากกว่าหนึ่งชิ้น หากเราหยิบสิง่ของจากถุงใบท่ีหน่ึงและถุงใบท่ีสองถุงละ 1 ชิ้น จะได้คู่อันดับของสิง่ของ
ท่ีหยิบออกมาได้ท้ังหมด 78 รูปแบบ แต่ถ้าหากเราหยิบสิง่ของจากถุงใบท่ีสองและถุงใบท่ีสามถุงละ 1 ชิ้น จะได้
คู่อันดับของสิง่ของท่ีหยิบออกมาได้ท้ังหมด 143 รูปแบบ แล้วถ้าอยากเราหยิบสิง่ของจากถุงท้ัง 3 ใบถุงละ 1 ชิ้น
แล้วจะได้ชุดอันดับของสิง่ของท่ีหยิบออกมาได้ท้ังหมดก่ีรูปแบบ?

1.2 การเรียงสบัเปล่ียน
ทฤษฎบีท 7 (การเรียงสับเปล่ียน; Permutation). มีวัตถุ n ชิ้นท่ีแตกต่างกัน เราจะสามารถเลือกวัตถุ k ชิ้น นำ
มาวางเรียงเป็นลำดับได้ท้ังสิ้น n · (n− 1) · . . . · (n− k+ 1) = n!

(n−k)!
รูปแบบ ■

คำถาม 8. มีนักเรียน 24 คนรอเข้าแถวตอนรอตักอาหารอย่างสุภาพชนโดยพร้อมเพรียงกันทุกคน อยากทราบว่า
จะมีรูปแบบลำดับการยืนของนักเรียนในแถวท้ังหมดก่ีรูปแบบ?

คำถาม 9. มนัีกเรียน 24 คนรอเข้าแถวตอนรอตักอาหารอย่างสุภาพชนโดยพร้อมเพรียงกันทุกคน แต่ในระหว่างรอ
อาหารมาวางนั้น อาจารย์ขออาสาสมัครให้นักเรียน 6 คนไปช่วยยกของให้อาจารย์ด้วยการเลือกอย่างสุ่มอย่างเท่า
เทียม อยากทราบว่าจะมีรูปแบบลำดับการยืนของนักเรียนท่ีเหลือภายในแถวจากเดิม 24 คนท้ังหมดก่ีรูปแบบ?
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คำถาม 10. มีจำนวนเต็มบวก 5 หลัก (ไม่ขึ้นต้นด้วย 0) ท้ังหมดก่ีจำนวนท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขแต่ละข้อต่อไปนี้?

(a) ไม่มีเง่ือนไขเพิม่เติม
(b) ไม่มีเลขโดดใด ๆ ท่ีซำ้ กันเลย
(c) ไม่มีเลขโดดท่ีอยู่ติดกันคู่ใด ๆ ท่ีซำ้ กันเลย

1.3 การจดักลุ่ม

นิยาม 11. กำหนดให้มีเซต S และ T และฟังก์ชัน f : S → T แล้ว f จะเป็นความสัมพันธแ์บบ k ต่อหน่ึงอย่างท่ัว
ถึง (k-to-1 correspondence) เมื่อสำหรับสมาชิก y ∈ T ใด ๆ จะมีสมาชิก x ∈ S ท้ังสิ้น k ตัวพอดีท่ีสอดคล้อง
กับสมการ f(x) = y ■

หลักการ 12 (กฎการหาร; Rule of Division). กำหนดให้ S และ T เป็นเซตจำกัด และมีฟังก์ชัน f : S → T ท่ีมี
ความสัมพันธแ์บบ k ต่อหนึ่งอย่างท่ัวถึงแล้วนั้น จะพบว่า |S| = k · |T | ■

ทฤษฎบีท 13 (การจัดกลุ่ม; Combination). มีวัตถุ n ชิ้นท่ีแตกต่างกัน เราจะสามารถเลือกวัตถุ k ชิ้นได้ท้ังสิ้น

n!

k!(n− k)!
รูปแบบ ซึ่งอาจแทนด้วยสัญลักษณ์

(
n

k

)
ซึ่งอ่านว่า “n เลือก k”

หมายเหตุ สัญลักษณ์
(
n

k

)
ข้างต้นมีชื่อเรียกว่าสัมประสิทธิท์วินาม (Binomial Coefficient) ■

ทฤษฎบีท 14. มีวัตถุ n ชิ้นท่ีแตกต่างกัน เราจะแบ่งสิง่ของออกให้คนท้ังสิ้น k คน โดยคนท่ีหน่ึงจะได้ของ n1 ชิ้น
คนท่ีสองจะได้ของ n2 ชิ้น ไปเรื่อย ๆ (และกำหนดให้ n1 + n2 + . . .+ nk = n)

เราจะแบ่งสิง่ของท้ังหมดดังกล่าวสอดคล้องกับเง่ือนไขข้างต้นได้
n!

n1!n2! . . . nk!
วิธี ซึ่งอาจแทนด้วยสัญลักษณ์

(
n

n1, n2, . . . , nk

)
หมายเหตุ สัญลักษณ์

(
n

n1,n2,...,nk

)
ข้างต้นเรียกว่าสัมประสิทธิอ์เนกนาม (Multinomial Coefficient) ■

คำถาม 15. ห้องเรียนทานตะวันมีนักเรียน 25 คน ห้องเรียนกุหลาบมีนักเรียน 15 คน ต้องการคัดเลือกนักเรียน
ท้ังหมด 20 คน ไปทำกิจกรรมเต้นรำภาคฤดูร้อน โดยเลือกจากแต่ละห้องเรียน ห้องละเท่า ๆ กัน อยากทราบว่าจะ
คัดเลือกนักเรียนได้ท้ังหมดก่ีรูปแบบ?
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คำถาม 16 (การเรียงสับเปล่ียนแบบวงกลม). มีนักเรียนท้ังสิ้น 10 คน จะสามารถนั่งล้อมวงหันหน้าเข้าหากันได้ก่ี
รูปแบบ? (กำหนดให้การจัดเรียงรูปแบบการนั่งสองรูปแบบใด ๆ ถือว่าเป็นรูปแบบเดียวกันก็ต่อเมื่อนักเรียนแต่ละ
คนมีเพื่อนคนเดิมท่ีนั่งติดกันท้ังทางด้านซ้ายและขวา แต่หากเพื่อนท่ีน่ังติดกันท้ังสองข้างดังกล่าวนั่งสลับท่ีกันจาก
เดิม ให้ถือว่าเป็นรูปแบบท่ีแตกต่างจากเดิม)

คำถาม 17. มีนักเรียนท้ังสิ้น 15 คน จะสามารถเลือกนักเรียน 10 คนมานั่งล้อมวงหันหน้าเข้าหากันได้ก่ีรูปแบบ
โดยมีเง่ือนไขเหมือนกับคำถามข้อท่ีแล้ว?

คำถาม 18. พิจารณาตารางต่อไปนี้ซึ่งมีความกว้าง 8 หน่วยและสูง 5 หน่วย หากต้องการเดินไต่ตามขอบหรือเส้น
ตารางจากจุดบนซ้ายไปยังจุดล่างขวาโดยจะสามารถเดินลงด้านล่างหรือเดินไปทางขวาได้ทีละหนึ่งหน่วย อยาก
ทราบว่าจะมีเส้นทางระหว่างจุดเริม่ต้นและจุดสิ้นสุดดังกล่าวท้ังสิ้นก่ีเส้นทาง?

คำถาม 19. พิจารณาตารางต่อไปนี้ซึ่งมีความกว้าง 9 หน่วยและสูง 5 หน่วย หากต้องการเดินไต่ตามขอบหรือเส้น
ตารางจากจุดบนซ้ายไปยังจุดล่างขวาโดยจะสามารถเดินลงด้านล่างหรือเดินไปทางขวาได้ทีละหนึ่งหน่วย อยาก
ทราบว่าจะมีเส้นทางระหว่างจุดเริม่ต้นและจุดสิ้นสุดดังกล่าวท้ังสิ้นก่ีเส้นทาง?

คำถาม 20 (Stars and Bars Technique). มีลูกกวาดรสเดียวกันอยู่ 15 เม็ด ต้องการแจกจ่ายให้เพื่อน 6 คน โดย
แจกจ่ายให้ครบทุกเม็ด จะทำได้ก่ีวิธ?ี
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คำถาม 21. กำหนดให้ s เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ แล้วจงหาจำนวนคำตอบ (x1, x2, . . . , xn) ของสมการ
x1 + x2 + . . .+ xn = s ท่ี x1, x2, . . . , xn เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ

1.4 โจทยร์ะคน 1

คำถาม 22. บิตสตริงความยาว n ท่ีมีสัญลักษณ์ 1 เพียงสองตัวพอดีมีท้ังหมดก่ีสาย?

คำถาม 23. บิตสตริงความยาว n ท่ีมีจำนวนสัญลักษณ์ 1 เป็นจำนวนคู่ มีท้ังหมดก่ีสาย?

คำถาม 24. สตริงท่ีได้จากการจัดเรียงอักษรในสตริง SOOOOOSUS มีท้ังหมดก่ีสาย?

คำถาม 25. มลีูกกวาดรสเดียวกันอยู่ 15 เม็ด ต้องการแจกจ่ายให้เพื่อน 6 คน โดยแจกจ่ายให้ครบทุกเม็ด และแต่ละ
คนจะต้องได้ลูกอมอย่างน้อย 1 เม็ด จะทำได้ก่ีวิธ?ี

คำถาม 26. กำหนดให้มีเซตของจุดบนวงกลมท้ังสิ้น n จุด (กำหนดให้ n ≥ 6) จะสามารถเลือกลากเส้นเชื่อม
เพื่อสร้างสามเหล่ียมสองรูปจากเซตของจุดดังกล่าวได้ท้ังสิ้นก่ีวิธี โดยสามเหล่ียมท้ังสองรูปจะต้องไม่ตัดกัน และ
สามเหล่ียมแต่ละรูปจะต้องมีพื้นท่ีมากกว่าศูนย์?
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1.5 หลกัการเพ่ิมเขา้–ลบออก
หลักการ 27 (หลักการเพิม่เข้า-ลบออก; Inclusion–Exclusion Principle). กำหนดให้มีเซตจำกัด A และ B แล้ว
จำนวนสมาชิกของเซต A ∪ B จะมีค่าเป็น

|A ∪ B| = |A|+ |B|− |A ∩ B|

กำหนดให้มีเซตจำกัด A,B,C แล้วจำนวนสมาชิกของเซต A ∪ B ∪ C จะมีค่าเป็น

|A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C|− |A ∩ B|− |A ∩ C|− |B ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C| ■

คำถาม 28. กำหนดให้เซต S = {1, . . . , 200} จะมีก่ีจำนวนในเซตนี้ท่ีหารด้วย 3 หรือ 5 หรือ 7 ลงตัว?

คำถาม 29. มีนักเรียนอยู่กลุ่มหนึ่ง แต่ละคนเลือกลงทะเบียนเรียนวิชาเลือกเสรีอย่างน้อยหนึ่งวิชา จากข้อมูลสถิติ
ของการลงทะเบียนดังต่อไปนี้ จะสรุปได้ว่ามีนักเรียนในกลุ่มนี้ก่ีคน?

• มีนักเรียนลงทะเบียนวิชาอีสปอร์ต 40 คน
• มีนักเรียนลงทะเบียนวิชายูทูบเบอร์ 35 คน
• มีนักเรียนลงทะเบียนวิชาเทรดคริปโตฯ 30 คน
• มีนักเรียนลงทะเบียนอย่างน้อยสองวิชาจากข้างต้น 25 คน
• มีนักเรียนลงทะเบียนท้ังสามวิชาข้างต้น 20 คน

คำถาม 30. พิจารณาตารางต่อไปนี้ซึ่งมีความกว้าง 8 หน่วยและสูง 5 หน่วย หากต้องการเดินไต่ตามขอบหรือเส้น
ตารางจากจุดบนซ้ายไปยังจุดล่างขวาโดยจะสามารถเดินลงด้านล่างหรือเดินไปทางขวาได้ทีละหนึ่งหน่วย อยาก
ทราบว่าจะมีเส้นทางระหว่างจุดเริม่ต้นและจุดสิ้นสุดดังกล่าวท้ังสิ้นก่ีเส้นทาง?
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คำถาม 31. สมมติว่ามีถุงอยูใ่บหน่ึง บรรจุลูกบอล 100 ลูกท่ีมหีมายเลขกำกับจาก 1 ถึง 100 อย่างละหน่ึงลูกพอดี
เราจะจับลูกบอลจากถุงใบน้ีครั้งละหน่ึงลูก เป็นจำนวน 10 ครั้ง โดยหลังจากท่ีหยิบลูกบอลเสร็จแต่ละครั้ง เราจะใส่
ลูกบอลกลับลงไปในถุงด้วย อยากทราบว่าเราจะจับลูกบอลได้ก่ีวิธี โดยท่ีลูกบอลท่ีมค่ีามากท่ีสุดและน้อยท่ีสุดในการ
จับท้ัง 10 ครั้งคือ 75 และ 15 ตามลำดับ?

หลักการ 32 (หลักการเพิม่เข้า–ลบออกในรูปท่ัวไป; Generalized Inclusion–Exclusion Principle). กำหนดให้มี
เซตจำกัด S1, S2, . . . , Sn แล้วจำนวนสมาชิกของเซต S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sn จะมีค่าเป็น

|S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sn| = |S1|+ |S2|+ . . .+ |Sn|

− |S1 ∩ S2|− |S1 ∩ S3|− . . .− |Sn−1 ∩ Sn|

+ |S1 ∩ S2 ∩ S3|+ |S1 ∩ S2 ∩ S4|+ . . .+ |Sn−2 ∩ Sn−1 ∩ Sn|

− . . .

+ (−1)n+1|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn| ■

ข้อสังเกต 33. สังเกตว่ากฎการบวกในหัวข้อท่ี 2 เป็นเพียงกรณีพิเศษของหลักการเพิม่เข้า–ลบออก เพราะว่าส่วน
ร่วมของเซตอย่างน้อยสองเซตขึ้นไปจะเป็นเซตว่างซึ่งมีขนาดเท่ากับศูนย์ ■

2 เอกลกัษณก์ารนบัและการกระจายทวินาม

2.1 หลกัการนบัสองทาง

หลักการนับสองทาง คือเครื่องมือในการพิสูจน์ความสมมูลกันของนิพจน์ทางคณิตศาสตร์ 2 นิพจน์ ด้วยการแสดง
วิธกีารนับสิง่ของอย่างเดียวกันด้วย 2 วิธท่ีีแตกต่างกัน

หลักการ 34 (หลักการนับสองทาง; Principle of Counting Two Ways). สองวิธีท่ีใช้นับเซตเดียวกัน ย่อมให้ค่า
ออกมาเท่ากัน ■

คำถาม 35. จงแสดงว่า สำหรับจำนวนเต็มบวก n และ k ใด ๆ ซึ่ง 0 ≤ k ≤ n แล้วเอกลักษณดั์งต่อไปน้ีถูกต้อง(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
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คำถาม 36. จงแสดงว่า สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ เอกลักษณ์ดังต่อไปนี้ถูกต้อง(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

n

)
= 2n

คำถาม 37. จงแสดงว่า สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ เอกลักษณ์ดังต่อไปนี้ถูกต้อง(
2n

n

)
=

n∑
i=0

(
n

i

)(
n

n− i

)

คำใบ้ หนึ่งในวิธีพิสูจน์เอกลักษณ์ข้างต้นคือการนับเส้นทางท่ีไต่ตามขอบหรือเส้นตารางขนาด n × n จากจุดบน
ซ้ายไปยังจุดล่างขวา (ดังรูปข้างล่าง สำหรับกรณีตัวอย่าง n = 6) โดยสามารถเดินลงด้านล่างหรือเดินไปทางขวา
ได้ทีละหนึ่งหน่วย

2.2 ทฤษฎีบททวินาม

ทฤษฎบีท 38 (ทฤษฎีบททวินาม (Binomial Theorem)). ในการกระจายทวินาม (x + y)n นั้นจะประกอบไป
ด้วยพจน์ xn−kyk ซึ่งมีค่าสัมประสิทธิเ์ป็น

(
n

k

)
(สำหรับแต่ละจำนวนเต็ม k = 0, 1, 2, . . . , n) หรือกล่าวอีกนัย

หน่ึงคือสมการต่อไปนี้เป็นจริง

(x+ y)n =

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y+

(
n

2

)
xn−2y2 + . . .+

(
n

n− 1

)
xyn−1 +

(
n

n

)
yn

สังเกตว่าสัมประสิทธิ์ทวินาม
(
n

k

)
ในแต่ละพจน์จะสอดคล้องกับจำนวนวิธีท่ีจะเลือกตัวแปร y จำนวน จากคู่ของ

x+ y ท้ังหมด n คู่ได้ก่ีวิธี ■

คำถาม 39. จะมี วิธีพิสูจน์ เอกลักษณ์ ท่ีปรากฏในคำถามท่ี 36 (ดังท่ีแสดงข้างล่าง) โดยใช้ทฤษฎีบททวินามได้
อย่างไร? (

n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

n

)
= 2n
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คำถาม 40. จงแสดงว่า สำหรับจำนวนเต็มบวกค่ี n ใด ๆ เอกลักษณ์ดังต่อไปนี้ถูกต้อง(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ . . .+

(
n

n− 1

)
= 2n−1

และสำหรับจำนวนเต็มบวกคู่ n ใด ๆ เอกลักษณ์ดังต่อไปนี้ถูกต้อง(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ . . .+

(
n

n

)
= 2n−1

2.3 สามเหล่ียมปาสคาล

พิจารณาสามเหล่ียมปาสคาล (Pascal’s Triangle) ดังรูปต่อไปน้ี โดยท่ีจำนวนท่ีปรากฏในแถวท่ี i (เม่ือ i ≥ 0) คือ
สัมประสิทธิข์องแต่ละพจน์ในการกระจายทวินาม

(
0

0

)(
1

0

) (
1

1

)(
2

0

) (
2

1

) (
2

2

)(
3

0

) (
3

1

) (
3

2

) (
3

3

)(
4

0

) (
4

1

) (
4

2

) (
4

3

) (
4

4

)(
5

0

) (
5

1

) (
5

2

) (
5

3

) (
5

4

) (
5

5

)

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

สังเกตว่าสามเหล่ียมปาสคาลมีความสมมาตรในแนวแกนต้ัง และมีค่าขอบซ้ายและขวาของทุกแถวเป็น 1

ทฤษฎบีท 41. กำหนดให้ n, k เป็นจำนวนเต็มโดยท่ี n ≥ 1 และ 0 ≤ k ≤ n แล้วเอกลักษณ์ต่อไปนี้เป็นจริง(
n

k

)
=

(
n− 1

k− 1

)
+

(
n− 1

k

)
กล่าวอีกนัยหนึ่งคือค่าของจำนวนในสามเหล่ียมปาสคาลจะเท่ากับผลรวมของจำนวนสองจำนวนท่ีอยู่ติดกันเหนือ
จำนวนน้ันพอดี (หมายเหตุ สมมติให้จำนวนท่ีอยู่ในตำแหน่งนอกสามเหล่ียมน้ีมีค่าเป็นศูนย์) ■
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คำถาม 43. จงแสดงว่า สำหรับจำนวนเต็มไม่ติดลบ n และ k ใด ๆ เอกลักษณ์ดังต่อไปนี้ถูกต้อง(
n

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 2

2

)
+ . . .+

(
n+ k

k

)
=

(
n+ k+ 1

k

)

2.4 โจทยร์ะคน 2

คำถาม 44. ลูกเต๋าหนึ่งลูก มี 6 หน้าท่ีแตกต่างกัน จะสามารถนำมาวางในปริภูมิสามมิติ (3-Dimensional Space)
โดยท่ีจุดศูนย์กลางของลูกเต๋าอยูท่ี่จุดกำเนิด (0, 0, 0) และทุกหน้ามีระนาบท่ีต้ังฉากกับแกน x, y, หรือ z ได้ท้ังหมด
ก่ีรูปแบบ?

คำถาม 45. กำหนดให้มีนักเรียน 25 คนท่ีมวัีนเกิดแตกต่างกันท้ังหมด ต้องการแบ่งนักเรียนเหล่าน้ีออกเป็น 5 กลุ่ม
กลุ่มละ 5 คน จากน้ันแต่ละกลุ่มจะต้องเลือกคนท่ีอายุน้อยท่ีสุดเป็นหัวหน้ากลุ่ม อยากทราบว่าจะมีวิธกีารแบ่งกลุ่ม
นักเรียนเหล่านี้ และเลือกหัวหน้ากลุ่มตามเง่ือนไขข้างต้นได้ก่ีกรณี?

คำถาม 46. กำหนดให้เซต S = {1, 2, . . . , 12} จงหาจำนวนสับเชตของเซต S ดังกล่าวท่ีมีสมาชิก 4 ตัวโดยท่ีมี
จำนวนคู่และจำนวนค่ีอยู่อย่างน้อยอย่างละหน่ึงจำนวน
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คำถาม 47. จงหาจำนวนคำตอบของชุดอันดับ (x1, x2, x3) ∈ {0, 1, 2, . . . , 10}3 ท่ีสอดคล้องกับสมการ x1 +
x2 + x3 = 20

คำถาม 48. จงพิสูจน์ว่า (
2n

n

)
= 2

(
2n− 1

n− 1

)

คำถาม 49. จงพิสูจน์ว่า ∑
k

(
k

ℓ

)(
n

k

)
=

(
n

ℓ

)
2n−ℓ

คำใบ้ นับวิธกีารคัดผู้เข้าแข่งขัน โดยมีการคัดสองรอบ

3 หลกัรงันกพิราบ
หลักการ 50 (หลักรังนกพิราบ; Pigeonhole Principle). หากเรามีนกพิราบ n ตัว โดยท่ีนกแต่ละตัวจะอาศัยอยู่
ในรังนกหน่ึงรังจากท้ังหมด m รังโดยท่ี n > m แล้วจะมีรังนกอย่างน้อยหน่ึงรังท่ีมนีกพิราบอย่างน้อย 2 ตัว ■

หลักการ 51 (หลักรังนกพิราบในรูปท่ัวไป; Generalized Pigeonhole Principle). หากเรามีนกพิราบอยูท้ั่งหมด n
ตัว โดยท่ีนกแต่ละตัวจะอาศัยอยู่ในรังนกหนึ่งรังจากท้ังหมด m แล้วจะมีรังนกอย่างน้อยหนึ่งรังท่ีมีนกพิราบอย่าง
น้อย ⌈n/m⌉ ตัว ■
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คำถาม 52. ถุงใบหน่ึงมีลูกบอลบรรจุอยู่ 6 สี สีละ 100 ลูก จงหาจำนวนลูกบอลท่ีน้อยท่ีสุดท่ีเป็นไปได้ท่ีคนหน่ึงจะ
ต้องล้วงออกมาจากถุงดังกล่าว จึงจะรับประกันว่ามีลูกบอลสีหนึ่งอย่างน้อย 50 ลูก

คำถาม 53. กำหนดให้ x1, x2, . . . , x10 เป็นลำดับของจำนวนเต็ม จงพิสูจน์ว่าจะมีจำนวนท่ีอยูติ่ดกันอย่างน้อยห
นึ่งชุด ท่ีมีผลรวมลงท้ายด้วยศูนย์ (หมายเหตุ จำนวนท่ีติดกันคือ xi, xi+1, . . . , xj เมื่อ 1 ≤ i ≤ j ≤ 10)

คำถาม 54. กำหนดให้ H : N → {0, 1}256 เป็นฟังก์ชันแฮช (hash function) ชนิดหน่ึงท่ีรับจำนวนเต็มไมติ่ดลบ
เข้าไปหน่ึงจำนวน แล้วจะย่อยออกมาเป็นบิตสตริงความยาว 256 แล้วจงพิสูจน์ว่าสำหรับจำนวนเต็ม k ≥ 1 ใด ๆ
จะมีจำนวนเต็ม x1, x2, . . . , xk ∈ N ท่ีแตกต่างกันท้ังหมดซึ่งสอดคล้องกับสมการ

H(x1) = H(x2) = . . . = H(xk)

4 ลำดบัและความสมัพนัธเ์วียนเกิด

4.1 ลำดบัเลขคณิตและลำดบัเรขาคณิต

นิยาม 55 (ลำดับเลขคณิต; Arithmetic Sequence). ลำดับเลขคณิตคือลำดับ a0, a1, a2, . . . ซึ่งนิยามด้วยความ
สัมพันธเ์วียนเกิด (recurrence relation) ai = ai−1 + c สำหรับ i ≥ 1 และค่าคงตัว c ■

นิยาม 56 (ลำดับเรขาคณิต; Geometric Sequence). ลำดับเรขาคณิตคือลำดับ a0, a1, a2, . . . ซึ่งนิยามด้วย
ความสัมพันธเ์วียนเกิด ai = rai−1 สำหรับ i ≥ 1 และค่าคงตัว r ̸= 0 ■
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4.2 ลำดบัฟิโบนชัชี

นิยาม 57 (ลำดับฟิโบนัชชี; Fibonacci Sequence). ลำดับฟิโบนัชชีคือลำดับ F0, F1, F2, . . . ซึ่งนิยามด้วยความ
สัมพันธเ์วียนเกิด Fi = Fi−2 + Fi−1 สำหรับ i ≥ 2 และมีขั้นฐานคือ F0 = 0, F1 = 1

จำนวน 40 จำนวนแรกของลำดับฟิโบนัชชีคือ

0, 1, 1, 2, 3,

5, 8, 13, 21, 34,

55, 89, 144, 233, 377,

610, 987, 1597, 2584, 4181,

6765, 10946, 17711, 28657, 46368,

75025, 121393, 196418, 317811, 514229,

832040, 1346269, 2178309, 3524578, 5702887,

9227465, 14930352, 24157817, 39088169, 63245986, . . . ■

คำถาม 58. จงแสดงว่า สำหรับจำนวนเต็มไม่ติดลบ n ใด ๆ เอกลักษณ์ดังต่อไปนี้ถูกต้อง

• F0 + F1 + . . .+ Fn = Fn+2 − 1

• F1 + F3 + F5 + . . .+ F2n−1 = F2n

คำถาม 59. บิตสตริงความยาว n ตัวท่ีไม่มีเลขโดด 1 สองตัวใด ๆ อยู่ติดกันเลย มีท้ังสิ้นก่ีสาย?
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คำถาม 60. พื้นท่ีขนาด 1×n หน่วย มกีระเบื้องขนาด 1× 1 หน่วย และกระเบื้องขนาด 1× 2 หน่วย สามารถ
ใช้กระเบื้องปูจนเต็มพื้นท่ีได้ก่ีวิธี

คำถาม 61. พื้นท่ีขนาด 2× n หน่วย มีกระเบื้องขนาด 1× 2 หน่วย สามารถใช้กระเบื้องปูจนเต็มพื้นท่ีได้ก่ีวิธี

ปัญหา 62 (การค้นหาจำนวนฟิโบนัชชีลำดับท่ี n). กำหนดให้จำนวนเต็ม n ∈ N เป็นข้อมูลนำเข้า เราต้องการ
หาค่าของสมาชิกลำดับฟิโบนัชชี Fn อย่างรวดเร็ว ซึ่งกระทำได้หลายวิธี เช่น

1. วิธแีก้สมการลักษณะเฉพาะ เราสามารถหารูปปิดของสมาชิกลำดับฟิโบนัชชี Fn ได้ด้วยการแก้สมการลักษณะ
เฉพาะ (characteristic equation) จากความสัมพันธเ์วียนเกิดตามท่ีปรากฏในนิยามท่ี 57
สุดท้ายแล้วเราจะได้คำตอบของ Fn ท่ีเป็นรูปปิดดังนี้

Fn =
1√
5

[(
1+

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]

2. วิธยีกกำลังในรูปฟังก์ชันเชิงเส้น เราจะเขียนความสัมพันธ์เวียนเกิดของลำดับฟิโบนัชชีในรูปแบบการคูณของ
เมตริกซ์กับเวกเตอร์ (matrix–vector multiplication) ซึ่งเป็นฟังก์ชันเชิงเส้นแบบหนึ่งไดัดังต่อไปนี้[

Fi

Fi−1

]
=

[
1 1

1 0

][
Fi−1

Fi−2

]
เม่ือ i ≥ 2

ฉะน้ันเราสามารถหา
[
Fn+1

Fn

]
ได้จากการคูณเมตริกซ์ซำ้ ๆ กันหลายครั้ง จึงได้จากสมการดังข้างล่างนี้

[
Fn+1

Fn

]
=

[
1 1

1 0

]n [
F1

F0

]
เมื่อ n ≥ 0

ซึ่งการคำนวณการยกกำลังสามารถกระทำได้อย่างรวดเร็วโดยใช้เทคนิคการแบ่งแยกแล้วเอาชนะ (divide
and conquer) หรือจะใชก้ารยกกำลังด้วยการหากำลังสอง (exponentiation by repeated squaring) ก็ได้

ท้ังสองวิธีข้างต้นจะใช้เวลาประมวลผลเป็น O(k) เม่ือ k = ⌊log2 n⌋ คือจำนวนหลักของค่า n ในรูปฐานสอง
เม่ือสมมติให้กระบวนการทางพีชคณิตพื้นฐาน (เช่นบวก ลบ คูณ และ หาร) ใช้เวลาคงท่ี
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5 การนบัท่ีซบัซอ้นขึน้

5.1 การเรียงสบัเปล่ียนแบบไม่อยู่ท่ีเดิม
ทฤษฎบีท 63 (การเรียงสับเปล่ียนแบบไม่อยู่ท่ีเดิม; Derangement). มีวัตถุ n ชิ้นท่ีแตกต่างกัน คือ x1, . . . , xn

และเราสามารถนำวัตถท้ัุง n ชิ้น นำมาวางเรียงเป็นลำดับ n ตำแหน่ง โดยท่ีไม่มวัีตถุ xi อยูใ่นตำแหน่งท่ี i ได้Dn

รูปแบบ แล้ว

Dn = n! −

n∑
k=1

(
n

k

)
Dn−k

เม่ือ n ≥ 1 โดยท่ี D0 = 1 และ

Dn = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2)

เม่ือ n ≥ 2 โดยท่ี D0 = 1 และ D1 = 0 ■
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5.2 จำนวนกาตาล็อง

จำนวนกาตาล็อง (Catalan numbers) เป็นจำนวนท่ีพบได้ท่ัวไปในปัญหาการนับเชิงคอมบนิาทอริก เช่น ปัญหาการ
เขียนสตริงของวงเล็บ n คู่ท่ีจับคู่กันได้อย่างลงตัวและสมบูรณ์ (กล่าวคือวงเล็บเปิดต้องมาก่อนวงเล็บของคู่เดียวกัน
และคู่วงเล็บท่ีเปิดทีหลังจะต้องปิดก่อน) ยังมีปัญหาการนับอ่ืน ๆ อีกมากมายท่ีมีความสัมพันธแ์บบ bijection กับ
ปัญหาดังกล่าว เช่นปัญหาต่อไปนี้

คำถาม 64. พิจารณาปัญหาดังต่อไปน้ี กำหนดให้มีตารางขนาด n×n โดยท่ีเส้นและขอบตารางในฝ่ังครึ่งบนขวา
ของตารางเป็นเส้นประ และท่ีเหลือแสดงเป็นเส้นทึบ (ดังรูปตัวอย่างข้างล่างสำหรับกรณี n = 6) เราต้องการเดิน
จากจุดบนซ้ายสุดของตารางไปยังจุดล่างขวาสุด โดยสามารถเดินลงล่างหรือไปทางขวาได้ทีละหนึ่งหน่วย และห้าม
ไม่ให้เดินโดยใช้เส้นประท่ีกำหนดไว้ จงหาจำนวนเส้นทางระหว่างสองจุดท่ีกำหนดให้
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หวัขอ้เพ่ิมเติม

หัวข้อดังต่อไปนี้เก่ียวข้องกับการนับ แต่ไม่ได้ครอบคลุมอยู่ในหลักสูตรโอลิมปิกวิชาการคอมพิวเตอร์

• สเตอร์ลิงชนิดท่ีหน่ึงและสอง (Stirling numbers of first and second kind)
• การนับ 12 กระบวนท่าของโรตา (Rota’s twelvefold way)
• การแก้ความสัมพันธเ์วียนเกิดด้วยการแก้สมการลักษณะเฉพาะ (characteristic equation)
• การนับด้วยการใช้ฟังก์ชันก่อกำเนิด (generating function)
• ทฤษฎีการนับของเบิร์นไซด์ (Burnside’s counting theorem หรือ Cauchy–Frobenius lemma)
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